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Introduction

Ce travail était a l'origine une aide a la création d’une legon de CAPES
externe dont le titre exacte était :” Etude de 'application qui, & tout réel x,
associe f; ﬁg dt. Application & une définition des fonctions trigonométriques”
(legon n° 91 de la session 2000). Ce théme permet encore de s’entrainer et de
mettre en oeuvre des résultats fondamentaux concernant les propriétés des
fonctions définies a 'aide d’une intégrale. Il servira donc a la préparation tant
de I’écrit que de 'oral du concours.

Prérequis

- Etude générale des fonctions de R dans R. On connait en particulier
I’existence d’une limite & droite et & gauche pour toute fonction monotone.

- Existence de la primitive d’une fonction continue sur un intervalle, inté-
grale d’une fonction continue, propriétés de 'intégrale.

- Théoréme d’existence et propriétés de la fonction réciproque d’une fonc-
tion continue strictement monotone définie sur un intervalle réel et a valeurs
réelles. Dérivabilité.

1 Fonction F (z) = [ Tz dt
Théoréme 1 L’application

F: R — R
T = fowﬁdt
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est définie sur R, dérivable sur R et de dérivée F' (x) = H—lwg Elle est strictement crois-
sante sur R, impaire, et strictement positive sur R’ . FElle est bornée et de classe C™

sur R.

Preuve : L’application f : t — H% est définie et continue sur tout R, donc intégrable
sur tout intervalle [0, 2] ot € R. L’application F' est donc bien définie. Comme f est
continue, un Théoréme classique montre que F' est dérivable sur R et de dérivée F’ (z) =

H—lmf. En particulier F' sera strictement croissante sur R et strictement positive sur RY .

La fonction F' est impaire puisque sa dérivée f est paire. Pour terminer £’ est bornée sur
R puisque

Py [ —as [ g [ [ La—a Leo
T = - — 44— —
0 1+t2 1 1+t2 - 0 1 t2 xTr

pour tout x € R;. Comme F” est de classe C* sur R, il en sera de méme de F. m

Remarques : On aurait pu vérifier la stricte positivité de F' sur R% en intégrant les deux
membres de 'inégalité HLLQ > 0 sur [0,z] ou x > 0. On aurait aussi pu vérifier que F est
croissante en écrivant

b
1
Va,be R a<b:>F(b)—F(a):/ > 0.
a 1+t

Enfin, on aurait pu vérifier que F est impaire en effectuant le changement de variable
u = —t. En effet

P )—/_x ! dt—/m = r@
U v T )y T2 T

La fonction F' est croissante et majorée par 2, donc admet un limite [ € R quand x tend

vers +00, et 'on sait que | = Sup F' (x) = 0+°° ﬁg dt. On peut donc définir :

z€R
Définition 1 On pose m := 2l = 2Sup,p F ().
Avec cette définition de 7 :
Théoréme 2 F est une bijection de R sur | —Z,Z].
Définition 2 On note F (x) = arctanx et on dit que F' est la fonction arc tangente.

Remarques : 1) Le nombre 7 est défini ici a I'aide d’une borne supérieure sans que
Ion ait eu besoin d’introduire un cercle. Mais il s’agit bien du célébre coefficient de
proportionnalité entre le périmétre d’un cercle et son diamétre. Pour le vérifier, de fagon
approchée, il suffit de calculer une valeur approchée de 2[ soit en utilisant la limite [ =

lim F'(x), soit en utilisant la remarque suivante.
T—+400

2) On al=2F (1) donc m = 4F (1), ce qui permet de ramener le calcul approché de la
constante 7w a celui d’une intégrale (cf. Section 4.2). En effet

b v
F)= | —dt+ | ——dt
=) /0 1+ 12 +/1 1+ 12



et par le changement de variable ¢ = 1—1“

/x;dt—/l;du—F(l)—F 1
LT+ o T x)’

Donc F (z) =2F (1) — F (

g~

) et puisque F est continue en 0, on obtient

[:= lim F(x)=2F(1).

T——+00

3) La remarque 2) précédente permet d’écrire arctan1 = %.

2 Fonction tangente

Définition 3 On appelle fonction tangente, et l’on note tan, la fonction w-périodique
définie sur R\ (§ + nZ) dont la restriction & ] — %, 5[ coincide avec la fonction réciproque
de F'.

Théoréme 3 La fonction tan :] — %, 5[— R est une bijection continue, strictement crois-

sante, impaire, dérivable de dérivée (tan)’ (z) = 1 + tan® .

Preuve : On applique le Théoréme de la fonction réciproque d’une fonction dérivable
strictement monotone définie sur un intervalle réel et & valeurs réelles.

Comme F' (x) = ﬁg ne s’annule jamais, tan sera dérivable en tout point x de | — Z, 5|
et
1 1
(tan) (z) = = =1+4tan’z. m
F' (tan (x)) m

On dessinera ici les allures des graphes de F' et de la fonction tangente.

3 Fonctions cosinus et sinus

Définition 4 Les fonctions cosinus et sinus sont respectivement :

cos: R — R
1-tan?2 Z .
2
. { Ttan? 2 six ¢ T,

(=1)* siz = kr avec k € Z.

gin: R — R
2tan £ .
2
. { THan? T 517 ¢ 17,

0 stnon.

Théoréme 4 Les fonctions cosinus et sinus sont 2mw-périodiques, de classe C*° sur R. Et
pour tout x € R, (cosz) = —sinx et (sinz)’ = cos.



Preuve : » Vérifions que la fonction cosinus est 2r-périodique. Six ¢ 7Z, la m-périodicité
de la fonction tangente permet d’écrire

1 — tan? (&
cos (v 4 2m) = T ton? E;
2

+m) 1—tan?
= = cos .
+ T

T
_ 2
) 1+ tan? 2

o

Si = knm, on constate que cos (kr +27) = (=1)"2 = (=1)
fonction sinus se traite de la méme maniére.

= cos (km). Le cas de la

» Montrons que la fonction cosinus est dérivable sur R et que (cosz)’ = —sinx. Compte
tenu de la périodicité, il suffit de vérifier qu’elle est dérivable sur [0, 7]. La dérivabilité sur
10, 7[ ne pose aucun probléme puisque permet application des Théorémes généraux. On
obtient alors

(—Ztan 5. (1 + tan2 %) %) (1 + tan2 %) — (1 — tan? %) (2tan%. (1 + tan2 %) %)
(1 + tan? %)2

(cosz) =

—2tan § .
= TrmPg o SmT
2

Pour montrer que la fonction cosinus est dérivable en 0 et de nombre dérivée 0, il suffit
de vérifier quelle est continue en 0 et que la limite de la fonction dérivée (cosx)’ existe
quand x tend vers 0 en restant distinct de 0. La continuité de cos en 0 est donnée par

. . 1 — tan? 5
lim (cosz) = lim { ———==% | = 1 = cos0,
x—0 z—0 \ 1+ tan %
x#0 x#0
et I'on a bien
—2tan %
lir% ((cosz)') = lim (—2> =0.

— —0 2z
ﬂgcc#o ﬂgcc#o 1 + tan” 3

Donc cosz est dérivable en 0 et (cosx) |,y = 0= —sin0.

La dérivabilité de cosz en 7 se montre de la méme maniére :

. . 1 — tan? 5
lim (cosz) = lim ( ———7 | = —1 =cos,
n ﬁ;—g;r 1+ tan” 5
et
—2tan 5
lim ((cosz)’) = lim ([ ———=% ) =0
T—T z—7r \ 14 tan %
THET THET

» On montrerait, comme ci-dessus, que la fonction sinus est dérivable sur R et de
fonction dérivée cosx.

» La continuité des fonctions sin et cos et les résultats précédents montrent que ces
fonctions sont de classe C'*° sur R. m



Remarque : Les tableaux de variation - et donc les graphes - des fonctions cosinus et
sinus se déduisent du Théoréme. Par exemple :

T - -5 0 5 T
(cosz)) 0 + | + 0 — | — 0
cosr —1 /7 0 /7 1 X, 0 N, O

Ces tableaux montrent aussi que [—1, 1] = Imcos = Imsin.
Théoréme 5 On a cos®x + sin?x = 1 pour tout réel x.

Preuve : (1) : Siz ¢ 7Z,
1 —tan2Z\? 2tan Z 2
2 . 9 2 2
+ — (2 L (22 ) g
CoST T sHL <1—|—tan2%> <1 —l—tan2§> ’

et la formule est triviale si z € 7Z. m

Remarque : Le Théoréme précédent et la connaissance des variations des fonctions
cosinus et sinus permettent de montrer que l'application f : ¢ +— (cost,sint) est une
paramétrisation réguliére du cercle trigonométrique C d’équation z? + y?> = 1 dans un
repére orthonormal. Le demi-périmétre de C sera donc

gz/OWHf’(t)H dt:/oﬂ\/(—sint)2—F((:ost)th:/07r dt = .

On retrouve la définition géométrique du nombre 7.

4 Applications a la trigonomeétrie

4.1 Formule arctanz + arctan + = (Sgnz) 2

La fonction h (z) = arctanz + arctan% est constante sur chacun des intervalles RY ou R*
puisque dérivable et de dérivée nulle. Cette constante est donnée par h (+1) = £ suivant
le cas.

Cette formule permet de ramener le calcul de 7 & celui d’une intégrale généralisée, en

écrivant
1
r 1 z 1
= —dt —dt
/0 14¢2 + /0 1+ t2

| @ 1 1 too
[ [ (R)ae [T
o 1+t too 1+ () u o 1+t

4.2 Calcul de 7 par un calcul approché d’intégrale

bl

Cette méthode a été étudiée dans une épreuve écrite du CAPES interne 1995. On a

T
tan— =1«

1
1
— arctan1 & = = / dt.
4 0

4 142
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Comme

L ey +(—1)"t2”+(—1)”+1ﬁ
14 ¢2 o 14 ¢2
on déduit
$3 CL'5 x2n+1 T 7527‘L—|—2
tang =2 — — 4+ — — ..+ (=1)" —1)ntt dt.
arctans = =~ + = — o+ () 5 + (CUT ) Ty

x $2n+2 |27 +3 s .
0 T dt‘ < Sagms et I’on obtient

On vérifie I'inégalité

3 5 2n+1
- 1 T _yn
arctan:v—nll)rfoo (:1: 3 + 3 e+ (1) 2n+1>

pour tout x tel que |z| < 1. En conclusion

. 1 1 (—1)"
=4arctanl =4 1 1—=—4+-=-—...
s arctan n_lgl@( 3+5 +2n+1>

et on connait une majoration de l'erreur :

11 (—1)" 4
<m-4ll-=4z—.. < .
0= [ 375 +2n+1}_2n+3

4.3 Obtention d’inégalités

1. Siz >0,
xr 1 X
arctana::/ dtS/ dt =x =z <tancz.
o 1+t 0
2. Six>1,
—dt < ——dt < —dt
1 2t2 1 1+t2 1 2
1 11° r—1
—|—= < arctanz —arctanl < ——
2| t], 2
-1 -1
$2x < arctanx — % < z 5
donc
0<7r+x—1< ‘ <7r+a:—1
— 4+ —— <arctanz < — .
4 2r T — 4 2

Si 7+ xT_l < 3, c’est-a-dire si x < 1+ 7, tous les réels figurant dans les inégalités ci-dessus
sont dans | — %, Z[. Comme la fonction tangente est croissante sur cet intervalle, on déduit

Ve [L1+2] ¢ Tl o (et
X s 2 an 4 2;5‘ S T S tan 4 2 s



ce qui peut encore s’écrire

1+ tan (=L
Vee [l 1+ 2] Ltan (%)

" Sag<1—i-tam(”7_1)

1—tan(w2—_ml) - 1—tan(wT_1)'

3. Inégalités pouvant étre aussi obtenues a ’aide du Théoréme des accroisse-
ments finis. Si 0 <a <,

! (b—a)g/b L <L 0_a).

1+ b2 1+ ~ 1+a?
Comme f; lif? dt = fé’ # dt— [ # dt = arctan b — arctan a, on déduit
Ly~ ) < arctanb — arctana < (b—a)
—— (b—a) < arctanb — arctana —a).
1+ b2 - ~ 1+a?
Pour a = 0, on obtient en particulier
vb>0 1+b2§aretanb§b.
Comme tan x est croissante sur | — 7, Z[, on déduit aussi
Vb e [0 7T[ tan b <b<tanb
"2 1+02) — — ’

5 Annexe : Autre facon de définir les fonctions cosinus et
sinus

On peut préférer échanger la Section 3 pour le développement suivant.

5.1 Fonction cosinus

Définition 5 L’application g : R — [—1,1] périodique de période 2w définie sur [—%, g]
par

1 : T T
Ve S el - 5,5
—1

g(CE) = m ST 6]%,
0sixe {—%,%},

est appelée fonction cosinus, et on note g (x) = cosz.

Théoréme 6 La fonction cosinus est 2m-périodique, paire, dérivable sur R et

—tanx : T T
/ Vianrs 510 € 32’2[’
_ anx . T 37
cos' (z) = T St SERAE
+1 si v = F3.



Preuve : Vérifions seulement que g (x) := cosx est dérivable sur tout R. Siz €] — Z, Z],
g(z) = \/ﬁ est dérivable et

—tanx

V1Ittanlz

Nl

J (z) = —% (1+tan®z) 2 2 (tanz) (1 + tan’z) =

De la méme fagon ¢ (z) = % existe pour tout x €]7, 37”[ L’application g est
continue en 3 car lim g(r) = lim g(x) = 0. On démontrerait de méme la con-
$—>§+ 1‘—>§7

tinuité en —5. Par périodicité, on déduit que g est continue sur R et dérivable sur
R\{% + kr / k € Z}. Comme

—tanx —tanx

lim ¢ ()= lim —————= = lim =-1
=5 r=5_ VIdtan®r o5 jpang| /Lo 41
et
tanx tanx
lim ¢ (z) = lim ————== lim =-1,
S Nt =%, V1l+tan®z o3, |tan z| ta_irx +1
on constate que lim ¢’ (x) = lim ¢'(z) = —1. Ces limites égales, alli¢es au fait que g
1‘—757 $—>§+
est continue sur tout R, assurent la dérivabilité de g en § avec ¢’ (%) = —1. La dérivabilité

en —7 se traite de la méme fagon, et les dérivabilités en 5 + km se déduisent des résultats
en +5 et de la périodicité de g. m

Remarque : Le tableau de variation - et donc le graphe - de la fonction cosinus se
déduisent du Théoréme :

x -5 0 5 ™ 2z
g (x) + 0 - - 0 +
glz) 0 7 1 N\, 0\ -1 7~ 0
5.2 Fonction sinus
Définition 6 La fonction sinus, notée sin, est définie sur tout R par sinx = — cos’ (z).

Théoréme 7 La fonction sinus est impaire, 2w-périodique, continue, dérivable sur R et
Vr € R (sinz) = cosz. (%)

Preuve : La fonction cosinus est paire donc sa fonction dérivée sera impaire, et x — sinx
aussi. Le Théoréme 6 donne

tanx

i _ T
V1+tan2 z sLT E] 27

—tanx : T 3
s 82 €l T
+lsix= :I:%.

[7

S

sinz =



Avec ces écritures explicites de sinx en fonction de tanx, on peut vérifier la continuité
et la dérivabilité de sinz comme au Théoreme 6. Quant a la formule (x), vérifions 1a
m™ T

seulement lorsque = €] — £, 5[. Dans ce cas

sinz = ( tanz ),
V14 tan?x
1 2tanzx (1 + tan? :C)
= — 1+ tan’x V1+tan?x —tanx
1+ tan?z <( ) 2v/1 + tan? z
1
= ———— —cosxz.

V1+tan?zx

Remarque : Le tableau de variation et le graphe de sinx se déduisent de la formule ().

Théoréme 8 On a

(1) Ve € R cos’z+sin?z=1,

(2) Ve € R\ (g + ﬂ'Z) tanz = (S:g;i,
(3) Ve € R sin2x =2sinzcosz,

(4) Vo € R cos2x = cos®x — sin’z.

Preuve : On montre (1) et (2) en faisant trois cas suivant que x appartienne a ] — %, Z],

alg, 37”[ oua {£Z}. Par exemple, si v €] — 5, 3],

20 1 ein? ( 1 )2+< tan )2 .
cos® T +sin’z = | ——— —_—— | =
V1 +tan?x V1 +tan?zx

et
. tanx
sinx 1t ton2 o
= +1fm L —tanz.
COS T —_—
Vittanz

Les formules (3), (4) et les formules donnant cos (a + b) et sin (a + b) s’obtiennent de la
méme fagon mais en envisageant un plus grand nombre de cas. m



